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Glnther Malle

Kompetenzen

Vorwort

~Der wahrscheinlich grofite Fehler des traditionellen Mathematikunter-
richts besteht darin, dass zu schnell auf eine formal-regelhafte Ebene auf-
gestiegen wird, bevor noch ausreichende intuitive und anschauliche Vorstel-
lungen vom jeweiligen Stoff erworben wurden. Diesen Fehler kann man an
fast allen Stoffgebieten der Schulmathematik beobachten. Die Bruchrech-
nung ist aber ein besonders geeignetes Studienobjekt.” (Giinther Malle!)

Bruchrechnen zu lernen braucht Zeit. Natiirlich kann man in weni-
gen Minuten Rechengesetze einfiihren, aber das hat nichts mit Ma-
thematik zu tun. Um Bruchrechnen zu verstehen, miissen zuerst neue
Modelle und Konzepte zum Verstdndnis aufgebaut werden. Fiir einen
jungen Menschen ist es z. B. hochst erstaunlich, dass eine Zahl auch
kleiner werden kann, wenn man sie mit einer anderen malnimmt.
Das wundert nicht, da sein Konzept der Multiplikation auf Verviel-
faltigung beruht. In seinem Gehirn muss sich erst ein komplexeres
Modell entwickeln, bevor er verstehen kann.

In ,Bruchrechnen als Abenteuer” wird mit Hilfe von Zahnriddern,
Ubersetzungen und Getrieben ein handlungsorientierter Zugang auf-
gezeigt. Die Algebra erhdlt beim Bau eine konkrete Bedeutung. Theo-
rie und Praxis werden unmittelbar miteinander verkniipft. Der hapti-
sche Umgang mit Zahnridern, Ubersetzungen und Getrieben ist eine
dullerst effektive Art, Wissen entstehen zu lassen.

Bemerkenswert ist, dass der Umgang mit dem Material die heute so
oft geforderten Kompetenzen in selbstverstindlicher Weise schult. Es
ist schlichtweg unmaglich, , Bruchrechnen als Abenteuer” zu unter-
richten, ohne dabei Kommunikationsfdhigkeit, Planungsfahigkeit,
Problemldsefdhigkeit, Selbststandigkeit, Verantwortungsfahigkeit etc.
zu fordern - ob Sie als Lehrperson nun daran denken oder nicht.

Lehrer als Abenteurer

,Bruchrechnen als Abenteuer” leistet weit mehr, als ,nur” Theorie und
Praxis geschickt zu verbinden, Kompetenzen zu fordern oder nach-
haltiges Verstdndnis zu ermoglichen. Aus einer systemisch-konstruk-
tivistischen Sichtweise ist eine vollig andere Art des Unterrichtens
beschrieben, diese stellt hohe Anforderungen an die Lehrkraft. Fiir
gewoOhnlich diktiert und taktet das Schulbuch den Unterricht. Der

1 Gitinther Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. In: Mathematik lehren, Heft
123, 2004, S. 4.



Vorwort

Lehrer ist dazu da, dass der vorgefertigte Stoff fremdbestimmt ,, durch-

genommen” wird. Das ist zwar einfach, aber auch einttnig und wir-

kungslos (fiir alle Beteiligten).

In ,Bruchrechnen als Abenteuer” ist der Umgang mit dem Material

wegfiihrend. Statt ein fremdbestimmtes und vorgefertigtes Programm

zu erfiillen, geht es darum, eigene Wege zu entdecken. Der Lehrer ist

hierbei viel stirker gefordert. Er ist Scout und Kompass im Wissens-

gebiet. Statt eines vorgefertigten Programms schaut er, was ansteht.

Der Kapitdn und nicht das Buch entscheidet, was im Unterricht pas-

siert. Er gestaltet mit Blick auf seine Schiiler die unterrichtliche Kom-

munikation. Hinter der Reihe ,Mathematik als Abenteuer” steckt ein
Menschenbild, welches den Schiiler als selbst erschaffendes und nicht

als ein zu beschulendes Wesen annimmt.

Dem Lehrer wird eine grundlegend andere Rolle zuteil: Er wechselt

vom ,Beschuler” zum Strukturgeber, vom , Belehrenden” zum Gestal- vom ,Beschuler”
ter von Lernumgebungen. Sicherlich entdecken Sie und Ihre Schiiler ~zum Gestalter
noch neue, weitere Aspekte der Bruchrechnung. Das wire ganz und

gar nicht verwunderlich. Das geschieht immer, wenn Unterricht le-

bendig wird.

Ich wiinsche Thnen und Ihren Schiilern viel Freude mit , Bruchrech-

nen als Abenteuer”.
Martin Kramer

13



Teil |
Kapitel 1

Didaktische Einflihrung
Bruchrechnen sichtbar machen

34

Homomorphismus

Probleme
sichtbar machen

1.4 Ein komplettes Abbild der Bruchrechnung —
und noch mehr!

Als ich anfing, mich mit der didaktischen Nutzung von Fischertech-
nik zu beschiftigen, war ich fasziniert, dass sich scheinbar alles aus
der Bruchrechnung auf Ketten und Zahnrader tibertragen lief?. Doch
der Zauber der Faszination verblasste mit einem abstrakteren Blick-
winkel, als ich nimlich bemerkte, dass sich die Ubersetzungen homo-
morph auf die multiplikative Gruppe der Briiche abbilden lassen. Die
Multiplikation entspricht dabei der Hintereinanderschaltung zweier
Ubersetzungen. Es handelt sich um dieselbe Struktur.

Das ist didaktisch und pddagogisch interessant: Das Arbeiten mit Ket-
ten und Zahnridern ist weder schwieriger noch leichter als der Um-
gang mit formalen Briichen. Der wesentliche Vorteil ist ,nur”: Sie
konnen mittels Getrieben die Bruchrechnung und deren Probleme
sichtbar machen.

Gesamtiibersicht iiber theoretische und praktische , Begriffe”
Eine Ubersicht tiber das Zusammenspiel'S von Theorie und Praxis
zeigt folgende Tabelle. Weiter dient sie zum Nachschlagen wéahrend
eigener Bauunternehmen. Die Begriffe ,Bruch”, , Bruchzahl“, , Uber-
setzung”, , Getriebe” etc. werden in der Lehrgangsskizze in dieser De-
finition verwendet.

15 Die Formulierung ,Zusammenspiel” ist bewusst gewdahlt: Das Spiel ist die effektivs-
te Form, um Wissenskonstruktion zu ermoglichen. Die dargestellte Didaktik basiert
daher auf einem spielerischen Lernverstandnis.



1.4 Ein komplettes Abbild der Bruchrechnung — und noch mehr!

symbolisch enaktiv
iti ) 20
positiver 20 Ubersetzung mit Kette —
Bruch 10 10
negativer 20 Ubersetzung mit
Bruch 10 direkter Verzahnung
. Anzahl der Zahne am
Bei einem Bruch vorderen, mit der
Zahler die Zahl iiber .
. Kurbel angetriebenen
dem Bruchstrich
Zahnrad
Zahl unter dem Anzahl der Zihne am
Nenner . hinteren, von der Kette
Bruchstrich .
angetriebenen Zahnrad
Bruchzahl Ubersetzungsverhiltnis
Verschiedene
Kiirzen und 20 _ 30 _ 40 Ubersetzungen
Erweitern 10~ 15 20 ergeben dasselbe
Ubersetzungsverhiltnis
Aquivalenz alle Ubersetzungen
kljlsse % = % = % =... mit gleichem
Ubersetzungsverhiltnis
. Aus Ketten und
irrationale ..
Zahlen Zahnradern werden
Walzen und Bander.
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Teil | Didaktische Einflihrung
Kapitel T Bruchrechnen sichtbar machen
Multiplikation und Division
multiplikative
Verkniipfung Achse
bzw. der
Malpunkt
. Hintereinander-
einfache 30,30 ausfiihrung von
Multiplikation 20 40 S 8
zwei Ubersetzungen
Getriebe, d.h.
Hintereinander-
Term bzw. .. .
ausfiithrung einer
Produkt
oder mehrerer
Ubersetzungen
Anzahl der
Winkerumdrehungen
Berechnung (Umdrehungen der

eines Terms

hintersten Achse) bei
einer vollstandigen
Kurbeldrehung an der
vordersten Achse

Gleichung
bzw.
Gleichheit
zweier Terme

20 _10 .30 . 40

10720 10 30

Zwei Getriebe, die mit
derselben Achse
starten, kdonnen auch
die hinterste Achse
gemeinsam benutzen.

Die 20er-Rider diirfen

2. 4.1
Kiirzen in 3 2 3 in dem Getriebe rechts
Produkten 4.1 yherausgekiirzt”

3 3 werden.
Kommuta- Die Reihenfolge der
L 14401 einzelnen Uber-
tivitat der 3 2 15 2 . o

- setzungen spielt fiir die

Multiplika- -1.1.40 4 Gesamtiibersetzun
tion “2'3'15°2 zung

keine Rolle.

36




1.4 Ein komplettes Abbild der Bruchrechnung — und noch mehr!

Minus mal
Minus ergibt
Plus

1]
oo

Sl

Die Drehrichtung
andert sich zweimal,
die hinterste Achse hat
also den gleichen
(positiven) Drehsinn
wie die Kurbel.

Kehrbruch

Zahler und Nenner
werden vertauscht.

Innerhalb einer
Ubersetzung werden
die Zahnrader
vertauscht.

D

Division von

Durch einen Bruch
wird geteilt, indem
man mit dem

Teilen erfolgt durch
Anwendung der

Briichen Kehrbruch Umkehriibersetzung.
multipliziert.
Grofienvergleich und Addition
4.1_1.3 Mittels zweier Winker

. 3 372 4 konnen die
Briiche der ..

. Ubersetzungs-
Grofie nach bzw. e
vereleichen verhdltnisse ihrer

& 4 3 Grofie nach verglichen

— < =
9 "8 werden.

Addieren von
Briichen

Bei gleichem
Nenner
(Hauptnenner)
konnen die Ziahler
(als ganze Zahlen)
addiert werden.

Der Hauptnenner
ergibt sich als kleinste
Anzahl an
Kurbeldrehungen, bei
der die Winker erneut
senkrecht nach oben
zeigen.
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Teil | Didaktische Einflihrung

Kapitel 1 Bruchrechnen sichtbar machen
Potenzrechnung, exponentielles Wachstum und Funktionen

Potenzgesetze am.-a’=agn*"
exponentielle
Funktionen n Pro Achse halbiert sich
und fn) = (%) die Anzahl der
exponentielles Umdrehungen.
Wachstum

. . Hintereinander-
exponentiel- Zweiersystem als

L . schaltung von
ler Aufbau Beispiel: Einer, . .
- . Getrieben entspricht

des Zahlen- Zweier, Vierer, .
svstems Achter exponentiellem

y Wachstum
negativer 201 Im Aufbau stehen
Exponent - rechts positive
und die Null p2_1 Potenzen, links
im Exponent "4 negative.

. Die Maschine
Lineare Lo
Funktionen ,funktioniert” nach

dem Schaubild
Vertauschung von
Umkeht- Kurbel und Winker
. bzw. Vertauschung der
funktionen .
Reihenfolge des
Aufbaus
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1.4 Ein komplettes Abbild der Bruchrechnung — und noch mehr!

Anatomie eines Bruch-Operators

Dem Operatorgedanken kommt in diesem Buch eine besonders wichtige Rolle zu. Exemp-

larisch ist im Folgenden der Aufbau schrittweise gezeigt:

die ganze Zahl 30 € Z

die ganze Zahl 40 € Z

Die Beziehung beider Zahlen ermoglicht den Bruch.
Mit dieser ,Beziehung” wird ein neuer
Zahlenbereich ermoglicht. Anders formuliert:

Der Quotientenkorper Q wird konstruiert.

n 30

der Bruc 30

die multiplikative Verkniipfung bzw. der Malpunkt

3011
der Operator - 0

”

E .u

der Operator 30
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Teil Il Lehrgang zur Bruchrechnung
Kapitel 5 Ein erstes Produkt

5.2 Erste Begegnung mit einem Getriebe

Der Lehrer zeigt das fertig aufgebaute Getriebe*” seinen Schiilern
(vgl. das Foto).

Die Frage lautet: , Wie oft dreht sich das letzte Zahnrad (auf dem Foto
das rechteste), wenn man die Kurbel links einmal dreht?”

Der Lehrer dreht einmal an der Kurbel: Das hintere Zahnrad bzw. der
aufgesteckte schwarze Winker auf der hinteren Achse rotiert zu schnell
fiir das Auge. Daher soll die Anzahl der Umdrehungen geschdtzt wer-
den. Wer sich festgelegt hat, verschrankt zum Zeichen die Arme. Auf
ein Signal des Lehrers wird der eigene Schatzwert mit den Fingern
schweigend angezeigt: Ein Finger steht fiir eine Umdrehung der hin-
teren Achse bzw. des Winkers. Der Lehrer
fordert die Schiiler auf, sich umzusehen, wer
welchen Wert anzeigt. Wahrend der ganzen
Ubung wird nicht gesprochen.

Didaktisch-methodischer Hintergrund

Mit dem Schitzen wird der Schiiler ein biss-
chen ,in die Pflicht” genommen. Er muss
sich festlegen, er macht eine Aussage, die
auch von seinen Mitschiilern wahrgenom-
men wird. Durch diese kleine Intervention

47 Die Bauanleitung hierzu finden Sie im Abschnitt 3.8 oder als kostenfreie pdf im
Downloadbereich von www.unterricht-als-abenteuer.de. Wer noch nie mit Fischer-
technik Getriebe gebaut hat, dem sei fiirs erste Aufbauen das Kapitel 3 ,Logistik des
Materials” empfohlen, besonders 3.6 ,Haufige handwerkliche Schwierigkeiten” und
in 3.2 der Unterabschnitt ,Funktionsunfdhige Teile”.
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5.3 Das Material als Datengenerator

wird das Thema zu seiner eigenen Sache. Das ist die Grundlage fiir
eine lebendige Diskussion.

5.3 Das Material als Datengenerator

Wie oft dreht sich nun die hintere Achse? Kann die Antwort ohne
Experiment gefunden werden?

Die Schiiler diirfen alle Daten iiber den Aufbau erfragen, die ihrer
Meinung nach zur Berechnung der Umdrehungen erforderlich sind.
Der Lehrer gibt stets Auskunft, ohne diese zu bewerten. Er ldsst sich
nicht anmerken, ob die Daten seiner Ansicht nach l6sungsrelevant
sind oder nicht. Die Frage nach der Linge der Metallachsen wird eben-
so ernsthaft beantwortet wie die Frage nach der Anzahl der Ziahne
der einzelnen Rader. Bei mir fragten die Schiiler beispielsweise nach
den Liangen der Ketten.

-

‘--l“..'

e

Didaktische Bemerkung: Was wird vorgegeben?
Es gibt drei verschiedene Mdoglichkeiten, Aufgaben zu stellen:

I) Puzzle

Der Lehrer gibt genau die Daten an, die (in seiner Wirklichkeit und
nach seiner Vorstellung) zur Losung betragen. Diese Form der Fra-
gestellung findet man im schulischen Alltag weit verbreitet, auch

Datenkonstruktion
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Teil Il Lehrgang zur Bruchrechnung
Kapitel 5 Ein erstes Produkt

wenn sie nichts mit wirklichem Forschen gemein hat. Vielmehr
gleicht sie einem Puzzlespiel: Alle Daten(teilchen) werden so zu-
sammengefiigt, dass es zu einer Losung kommt.

II) Zu viele Daten

Alternativ kann der Schiiler mehr Daten erhalten, als zur Losung
der Aufgabe notwendig sind. Welche miissen tiberhaupt verwen-
det werden, welche lenken eher ab? Um der Frage nach der Lo-
sungsrelevanz (zumindest implizit) im Unterricht oder bei Tests
gerecht zu werden, konnten beispielsweise in einem Test zu viele
Informationen gegeben werden. Der Schiiler muss dann geeignet
auswahlen, mochte er die Aufgabe 16sen.

Aber auch diese Vorgehensweise deckt sich nicht mit der realen
Forschungssituation: Der Lehrer hat vor-ausgewdhlt, er lasst dem
Schiiler einen bestimmten Datensatz zukommen, aus dem dieser
wiederum auswadhlt. Man konnte dem Lehrer vorwerfen, dass er
den Schiiler bewusst in die Irre fiihrt. Vielleicht sind Tests mit zu
vielen Daten etwas ndher an der Praxis, aber es haftet der Sache
etwas Unnatiirliches und vielleicht auch etwas Hinterhdltiges an,
wenn der Lehrer im Test absichtlich unwichtige Informationen an-
gibt. Man kann verstehen, dass der ein oder andere Schiiler hinter-
her das Gefiihl hat, er wurde verdappelt bzw. absichtlich irregeleitet.

III) Forschen
Wer wirklich forscht, muss sich Daten selbst erschaffen*® bzw. kons-
truieren. Er weif dabei nicht, ob der Datensatz, den er erstellt, zur
Losung ausreicht oder nicht. Vielleicht fehlen sogar wichtige Infor-
Schuler tragt ~ mationen, vielleicht sind welche tiberfliissig. Jetzt tragt der Schii-
Verantwortung ler die Verantwortung. Niemand ist da, der ihn in die Irre fiihrt,
hochstens das Material selbst. Aber das liegt dann in der Natur der
Sache bzw. im Forschen an sich. Der Lehrer ist in diesem Fall we-
der hinterhiltig noch leitet er in die Irre.

48 Die Natur selbst kennt keine Daten. Daten werden stets (z. B. durch Messungen) von
einem Bewusstseinssystem erzeugt.
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Kapitel 12
Negative Briiche

Dass Minus mal Minus Plus ergibt, wird sich in diesem Kapitel als
einfache Selbstverstindlichkeit erweisen: Verkniipft man zwei gegen-
sinnige Ubersetzungen, bleibt der Drehsinn zwischen dem ersten und
letzten Radchen erhalten.

20 40 _g
10 10

)-8

1]
o

12.1 Minus mal Minus ergibt Plus

Die folgende Lernumgebung besteht aus vier Phasen. Die erste Phase
kann iibergangen bzw. abgebrochen werden, wenn die Schiiler mit
der Addition negativer Zahlen noch bestens vertraut sind.

Phase I: Vorbereitung und Wiederholung
Eine einfache Aufgabe, die jeder sofort beantworten kann, wird an
die Tafel geschrieben:

1 +2+3=?

Wenn Vorzeichen ausgetauscht werden diirfen, gibt es drei weitere
mogliche Aufgaben:

2) -2+3=7

3) +2-3=7

4) -2-3=7

Addition negativer
Zahlen
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14.3 Proportionale Maschinen

Nullfunktion

f0=0

Identitit

Fx) = x

Invertierer
(Vorzeichenwechsler)

f00) = -x

Allgemeine
proportionale Funktion
Fx) = mx

Das Beispiel zeigt

3-4
f(X) =-53x=-2x.
Die Kurbel ist um + §
gedreht, entsprechend
der Winker um

fo)=-3(+4)=-3=-1.

Umkehrfunktion!?’ zu
F(x) = mx

8 =dx=m"x

(fiir m # 0). Im Beispiel
von oben ist die
Umkehrfunktion:

g =Lx=-1x

108 Vgl. auch den Abschnitt 14.6 iber Umkehrfunktionen.
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Die Hardware zum Buch:
Bruchrechnen als Abenteuer
,begreifen” von

fischertechnik ==
education

Der Baukasten kann bestellt werden unter
www.christiani-shop.de/39738

. . . Im Baukasten enthalten sind alle abgebildeten Einzelteile.
C h ri St 1ani Der nicht abgebildete Deckel wird als Bauplatte/Grundplatte

fur den Aufbau der Zahnrader verwendet.
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Bruchrechnung begreifen, um zu begreifen! Mit Spiel und Spielfreude ein nachhalti-
ges und tiefes Verstandnis von Mathematik aufbauen ist Gegenstand dieses Buches.
Und das, obwohl Bruchrechnen in der Didaktik der Mathematik als eines der am
schwierigsten zu unterrichtenden Themen gilt. In ,Bruchrechnen als Abenteuer® wird
mit Hilfe von Zahnradern, Ubersetzungen und Getrieben die gesamte Bruchrechnung
erlebbar. Der handlungsorientierte Zugang ist mehrfach praxiserprobt.

~Der wahrscheinlich gréBte Fehler des traditionellen Mathematikunterrichts besteht
darin, dass zu schnell auf eine formal-regelhafte Ebene aufgestiegen wird, bevor noch
ausreichende intuitive und anschauliche Vorstellungen vom jeweiligen Stoff erworben
wurden.” (Gunther Malle)

»,Bruchrechnen als Abenteuer” richtet sich an Lehrende aller Schulformen, an Re-
ferendare, Lehramtsstudierende sowie an Fortbildner und Fachleiter, die Anregun-
gen fur Lernumgebungen suchen und ihren Unterricht mit mehr Wertschatzung und
Verantwortung auf Seiten der Schiiler gestalten méchten. Uberall, wo Bruchrechnen
verstanden werden will.

Wichtiger Hinweis: Mit diesem Buch halten Sie nur das halbe ,,Abenteuer” in den
Handen. Zur unterrichtlichen Umsetzung bendtigen Sie den Baukasten von Fischer-
technik. Erst durch das eigene Kurbeln wird Bruchrechnung lebendig.

fischertechnik ==
eduecation






